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AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KA¨HLER-EINSTEIN
OLIVIER BIQUARD
Abstract. Any strictly pseudoconvex domain inC2 carries a complete Ka¨hler-
Einstein metric, the Cheng-Yau metric, with“conformal infinity” the CR struc-
ture of the boundary.
It is well known that not all CR structures on S3 arise in this way. In
this paper, we study CR structures on the 3-sphere satisfying a different fill-
ing condition: boundaries at infinity of (complete) selfdual Einstein metrics.
We prove that (modulo contactomorphisms) they form an infinite dimensional
manifold, transverse to the space of CR structures which are boundaries of
complex domains (and therefore of Ka¨hler-Einstein metrics).
Un domaine strictement pseudoconvexe D de C2 porte une unique me´trique
Ka¨hler-Einstein comple`te g, la me´trique de Cheng-Yau [CY80] (dans le cas de
la boule B4, il s’agit de la me´trique hyperbolique complexe, dans le mode`le de
la me´trique de Bergmann). Les directions complexes dans le bord ∂D forment
une structure de contact, munie de la structure complexe J : une structure CR
sur ∂D. La me´trique de Cheng-Yau et la structure CR du bord sont compatibles
dans le sens suivant : choisissons une e´quation ϕ = 0 du bord, alors η = Jdϕ est
une forme de contact sur ∂D, de´finissant une me´trique γ(·, ·) = dη(·, J ·) sur les
directions de contact, et g a le comportement asymptotique
g ∼ dϕ
2 + η2
ϕ2
+
γ
ϕ
.
La me´trique γ est obtenue comme limite de ϕg sur les directions de contact, mais
n’est intrinse`que qu’a` un facteur conforme pre`s : sa classe conforme (e´quivalente
a` la donne´e de J) est appele´e l’infini conforme de g.
Comme il est bien connu, toutes les structures CR sur S3 ne sont pas des
bords de domaines complexes. Dans le cas ou` la structure CR est proche de la
structure standard, on peut cependant toujours construire sur la boule B4 une
me´trique d’Einstein, d’infini conforme J [Biq00, Biq99]. Cette me´trique n’est
Ka¨hler-Einstein que dans le cas ou` J provient d’une de´formation de S3 dans C2.
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D’un autre coˆte´, dans le cas ou` la structure CR J est invariante a` droite,
Hitchin [Hit95] a de´montre´ que J est l’infini conforme d’une me´trique d’Einstein
autoduale sur B4, pour laquelle il a fourni des formules explicites.
Dans cet article nous de´terminons les structures CR, proches de la structure
standard de S3, qui sont les infinis conformes de me´triques d’Einstein autoduales.
Bien entendu, cette condition est orthogonale a` celle du remplissage par une
me´trique Ka¨hler-Einstein : en effet, si le remplissage Einstein est a` la fois Ka¨hler
et autodual, alors il est force´ment hyperbolique complexe, donc la structure CR
est e´gal a` la structure standard, a` un contactomorphisme de S3 pre`s.
Nous montrons que les structures CR remplissables par une me´trique autoduale
Einstein remplissent toutes les directions laisse´es libres par celles qui proviennent
de bord de domaines complexes :
The´ore`me. Soit C l’espace des structures CR sur S3, notons K ⊂ C celles qui
sont remplissables par une me´trique Ka¨hler-Einstein, et A ⊂ C par une me´trique
autoduale Einstein. Enfin de´signons par J0 la structure CR standard de S
3.
Alors pre`s de la structure standard, K et A sont deux sous-varie´te´s trans-
verses (leurs espaces tangents engendrent tout l’espace tangent de C en J0), et
K ∩ A est re´duit a` l’orbite de J0 sous les contactomorphismes.
Le the´ore`me est e´nonce´ sous une forme volontairement impre´cise quant a` la
re´gularite´ des structures CR sur S3 : le texte pre´cise les espaces fonctionnels
idoines—des espaces de Folland-Stein.
L’e´tude de la sous-varie´te´ K , et notamment de son espace tangent en J0, est
duˆe a` Bland [Bla94]. Le the´ore`me fournit donc seulement une assertion sur A .
En particulier, le the´ore`me construit une famille de dimension infinie de nou-
velles me´triques autoduales Einstein ; l’espace tangent a` A est de´crit pre´cise´ment
dans le the´ore`me 3.11.
Le the´ore`me est a` rapprocher de la conjecture de fre´quence positive de LeBrun
[LeB91], re´solue dans [Biq02]. Celle-ci concerne un proble`me analogue, pour les
me´triques d’Einstein sur la boule B4, dont l’infini conforme est maintenant une
vraie me´trique conforme sur S3—le prototype e´tant fourni par la me´trique hy-
perbolique re´elle sur la boule, induisant a` l’infini la structure conforme standard
de S3 : toute me´trique proche h sur S3 se de´compose en h = h+ + h0 + h−, ou`
h0 + h+ est l’infini conforme d’une me´trique autoduale Einstein, et h0 + h− est
l’infini conforme d’une me´trique antiautoduale Einstein.
Le the´ore`me de´montre´ dans ce papier indique un phe´nome`ne analogue pour
les structures CR, mais la condition d’antiautodualite´ (annulation de la partie
autoduale du tenseur de Weyl W+) doit eˆtre remplace´e, car pour la me´trique
hyperbolique complexe (la me´trique de Bergmann) sur B4, on a W− = 0 mais
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W+, vu comme endomorphisme des 2-formes autoduales
Ω+ = Rω ⊕ Re(Ω2,0 ⊕ Ω0,2),
ou` ω est la forme de Ka¨hler, s’e´crit (avec scal la courbure scalaire)
(†) W+ = scal
6
1Rω − scal
12
1Ω+ .
La condition de trouver une me´trique a` W+ = 0 dans le cas re´el doit donc
eˆtre modifie´e dans le cas complexe : d’une certaine manie`re, la condition Ka¨hler-
Einstein est la plus naturelle a` substituer, car elle consiste a` figer W+ sous la
forme (†) : un tenseur paralle`le, de valeurs propres scal
6
et − scal
12
.
Cette remarque sugge`re que les deux e´nonce´s de ® fre´quences positives ¯, dans
les cas re´el et complexe, pourraient n’eˆtre que la partie e´merge´e d’un phe´nome`ne
plus ge´ne´ral.
Disons quelques mots sur la de´monstration : elle consiste a` e´tudier l’ope´rateur
qui, a` une structure CR J sur le bord, associe la partie antiautoduale W−g du
tenseur de Weyl de la me´trique d’Einstein g d’infini conforme J . Le tenseur
W−g , interpre´te´ comme une section d’un fibre´ de spineurs, est harmonique car
g est d’Einstein. Son comportement a e´te´ e´tudie´ dans [BH] : il est L2, et plus
pre´cise´ment de´croˆıt en O(e−4r) a` l’infini (r e´tant la distance a` un point).
L’ide´e principale est de montrer que l’ope´rateur J → W−g est submersif. On
peut se ramener a` un ope´rateur sur le bord, car un tel spineur harmonique L2 est
de´termine´ par sa ® valeur a` l’infini ¯,
∂W−g = lim
r→+∞
e4rW−g ,
qui est une section sur S3 du fibre´ J des endomorphismes syme´triques sans
trace de la distribution de contact. Ainsi est-il e´quivalent de conside´rer l’ope´ra-
teur J → ∂W−g . Si on se restreint au cas ou` g est Ka¨hler-Einstein, alors ∂W−g
devient formellement de´termine´ par la structure CR J : il est e´gal, a` une constante
multiplicative pre`s, au tenseur de Cartan Q(J) de la structure CR.
Le point central de la de´monstration est un calcul de tous les spineurs har-
moniques L2 pour la me´trique de Bergmann (ils forment un espace de dimension
infinie), et en particulier de leurs valeurs a` l’infini. Cela permet de montrer qu’ils
proviennent de tenseurs de Weyl de me´triques Ka¨hler-Einstein infinite´simales ;
ainsi l’ope´rateur J → W−g , a` valeurs dans les spineurs harmoniques L2, est sub-
mersif, meˆme restreint aux infinis conformes de me´triques Ka¨hler-Einstein, et on
en de´duit le the´ore`me.
Bien entendu, la de´monstration utilise deux the´ore`mes difficiles : le the´ore`me
de Bland [Bla94], identifiant les structures CR qui sont des bords de domaines
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complexes (et donc de me´triques Ka¨hler-Einstein), et le the´ore`me de Cheng-Lee
[CL90] e´tudiant les proprie´te´s hypoelliptiques de la line´arisation de Q.
Une autre difficulte´, plus technique, provient de la ne´cessite´ d’appliquer le
the´ore`me des fonctions implicites dans des espaces fonctionnels ade´quats : ainsi
l’ope´rateurQ doit-il eˆtre e´tudie´ entre les espaces de Folland-Stein sur la sphe`re S3,
qui sont l’e´quivalent des espaces de Sobolev en ge´ome´trie de contact. En retour,
cela impose d’utiliser des infinis conformes J qui ne sont pas C∞, et d’obtenir,
pour les me´triques d’Einstein qui les remplissent, une re´gularite´ optimale. Cette
re´gularite´ pourrait provenir de l’application d’un calcul pseudodiffe´rentiel, comme
de´veloppe´ dans le contexte hyperbolique complexe par Epstein-Melrose-Mendoza
[EMM91], mais, ces auteurs se restreignant au cas scalaire, nous donnons, dans
l’esprit de [Biq00], une de´monstration e´le´mentaire aboutissant a` un e´nonce´ de
re´gularite´ de la me´trique d’Einstein (lemme 2.11).
Donnons enfin le plan de cet article. Dans la premie`re section, nous e´tudions
l’ope´rateur de Dirac sur l’espace hyperbolique complexe, et de´terminons explicite-
ment, dans une de´composition harmonique, les valeurs a` l’infini des spineurs har-
moniques. Dans la seconde section, nous mettons en place l’analyse ne´cessaire,
ce qui permet de prouver la re´gularite´ de la me´trique d’Einstein qui remplit une
structure CR donne´e, et de montrer que les noyaux L2 de l’ope´rateur de Dirac
sur le fibre´ de spineurs qui nous inte´resse forment un fibre´ au-dessus d’un espace
ade´quat de me´triques. Enfin, la troisie`me section est consacre´e a` la de´monstration
proprement dite du the´ore`me.
1. L’ope´rateur de Dirac sur CH2
1.1. De´composition harmonique. Nous commenc¸ons par expliquer la de´com-
position harmonique que nous allons faire pour e´tudier l’ope´rateur de Dirac.
1.1.1. L’espace hyperbolique complexe. L’espace hyperbolique complexe de di-
mension (re´elle) 4 peut eˆtre repre´sente´ comme
CH2 = SU1,2/U1SU2,
avec plus pre´cise´ment
SU2 =
(
1
∗
)
, U1 =

z−2 z
z

 .
Au niveau des alge`bres de Lie, on a
su1,2 = u1 ⊕ su2 ⊕m,
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avec m engendre´ par les quatre vecteurs X0, . . . , X3 donne´s explicitement par :
X0 =

 11
0

 , X1 =

 −ii
0

 , X2 =

 10
1

 , X3 =

 −i0
i

 .
La structure complexe de CH2 envoie X0 sur X1 et X2 sur X3.
La base orthonorme´e (Xi) de m a e´te´ choisie de sorte que X1 est vecteur propre
de ad(X0)
2 pour la valeur propre 4, et X2 et X3 pour la valeur propre 1. Posons
λ1 = 2 et λ2 = λ3 = 1, et pour i > 1, de´finissons Yi ∈ u1 ⊕ su2 par
λiYi = [X0, Xi],
alors on a aussi
λiXi = [X0, Yi].
La signification des (Yi) est la suivante [Biq00, I.1.A] : le choix d’une origine ∗
dans CH2 et du rayon exp(rX0)∗ permet d’identifier chaque sphe`re Sr de rayon
r a` l’espace homoge`ne S3 = U1SU2/S1, par l’application ̟r(g) = g exp(rX0)∗
pour tout g ∈ U1SU2. Les (Yi) repre´sentent une base homoge`ne du fibre´ tangent
a` S3 ; sur la sphe`re de rayon r, elle est lie´e a` la base (Xi) a` l’origine par la formule
exp(−rX0)d̟r(Yi) = − sinh(λir)Xi.
Enfin, S1 est le stabilisateur de X0 :
S1 =

z z
z−2

 .
1.1.2. La de´rivation covariante. Soit E un fibre´ homoge`ne sur CH2, provenant
d’une repre´sentation ρE de U1SU2 dans l’espace vectoriel E. Sur la sphe`re S
3 =
U1SU2/S
1, les sections L2 de E se de´composent en
(1.1) L2(S3, E ) = ⊕ρVρ ⊗ (Vρ ⊗ E)S1,
ou` la somme court sur toutes les repre´sentations irre´ductibles ρ de U1SU2 (dans
Vρ). La section de E correspondant a` v ⊗ w ∈ Vρ ⊗ (Vρ ⊗ E)S1est donne´e par
l’application S1-e´quivariante sv⊗w : U1SU2 → V0 de´finie par
sv⊗w(g) =
〈
w, ρ(g−1)v
〉
.
Une section de E sur CH2 tout entier se de´compose ainsi sur la somme (1.1) avec
des coefficients de´pendant du rayon r : il sera commode de prendre v fixe et w
de´pendant de r, soit s = v ⊗ w(r).
AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KA¨HLER-EINSTEIN 6
Ces notations pose´es, la de´rivation covariante sur E est donne´e par les formules
(voir [Biq00, I.2.A])
∇X0s = v ⊗ ∂rw,(1.2)
∇Xis = −v ⊗
(
coth(λir)ρE(Yi) +
1
sinh(λir)
ρ(Yi)
)
w, i > 1.(1.3)
Bien entendu, les repre´sentations ρE et ρ qui apparaissent dans ces formules sont
en re´alite´ les diffe´rentielles (ρE)∗ et ρ∗ induites sur l’alge`bre de Lie u1 ⊕ su2 ; en
l’absence d’ambigu¨ıte´, nous les notons par le meˆme symbole.
1.1.3. L’action des Yi. Donnons tout d’abord une base de so(m) = Ω
2
m ; il est
bien connu qu’il y a une de´composition so4 = su2⊕su2 correspondant a` la de´com-
position en formes autoduales et antiautoduales Ω2 = Ω+ ⊕ Ω− ; explicitement,
si ∗ est l’ope´rateur de Hodge (donc ∗(X0 ∧X1) = X2 ∧X3, etc.), on peut poser
pour i > 1
σ+i = X0 ∧Xi + ∗(X0 ∧Xi)(1.4)
σ−i = −X0 ∧Xi + ∗(X0 ∧Xi)(1.5)
Les signes ont e´te´ choisis de sorte que l’on ait les meˆmes relations pour les deux
bases (σ+i ) et (σ
−
i ), a` savoir
(1.6) [σ1, σ2] = 2σ3, [σ2, σ3] = 2σ1, [σ3, σ1] = 2σ2.
Maintenant, on peut calculer explicitement
Y1 =

i −i
0

 , Y2 =

0 1
−1

 , Y3 =

0 −i
−i

 ,
et on ve´rifie aise´ment que l’action adjointe des Yi sur m est donne´e par
(1.7) Y1 =
1
2
σ−1 −
3
2
σ+1 , Y2 = σ
−
2 , Y3 = σ
−
3 .
Cela explicite la formule (1.3).
Finalement, l’action infinite´simale du S1 qui stabilise X0 est donne´e par
(1.8) ξ = σ+1 + σ
−
1 .
1.2. L’ope´rateur de Dirac.
1.2.1. Les spineurs de CH2 et l’ope´rateur de Dirac. Soit S = S + ⊕ S −les
spineurs de CH2. Comme repre´sentations de U1SU2, le fibre´ S
+ provient de
la repre´sentation ρ+ de U1 sur S
+ = C1 ⊕ C−1, tandis que S − provient de la
repre´sentation tautologique ρ− de SU2 sur S
− = C2.
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Soit E un fibre´ homoge`ne, associe´ a` la repre´sentation ρE de U1SU2, alors
l’ope´rateur de Dirac tordu D : S − ⊗ E → S + ⊗ E est donne´ par
Ds =
4∑
1
Xi · ∇Xis.
En termes de la de´composition harmonique (1.1), compte tenu des formules (1.2)
et (1.3), cela se traduit sur la section s = v ⊗ w(r), ou` w(r) ∈ (Vρ ⊗ S− ⊗ E)S1,
par un ope´rateur agissant sur w seulement :
Dw = X0 · ∂rw −
3∑
1
Xi ·
(
coth(λir)ρ0(Yi) +
1
sinh(λir)
ρ(Yi)
)
w,
ou` ρ0 = ρ
− ⊗ ρE est la repre´sentation de U1SU2 sur S− ⊗E. Le re´sultat est une
fonction de r, a` valeurs dans (Vρ⊗S+⊗E)S1 ; pour revenir dans le meˆme espace
(Vρ ⊗ S− ⊗E)S1 , il sera commode de conside´rer l’ope´rateur
∂r ·Dw = −∂rw −
3∑
1
X0 ·Xi ·
(
coth(λir)ρ0(Yi) +
1
sinh(λir)
ρ(Yi)
)
w.
L’action de Clifford de X0Xi sur S
− n’est autre que −ρ−(σ−i ), d’ou` re´sulte la
formule :
(1.9) ∂r ·Dw = −∂rw +
3∑
1
ρ−(σ−i )
(
coth(λir)ρ0(Yi) +
1
sinh(λir)
ρ(Yi)
)
w.
1.2.2. L’ope´rateur de Dirac sur S −4 . On notera
S±ℓ = S
ℓS±, S ±ℓ = S
ℓS ±
les puissances syme´triques ℓ-ie`mes. Comme S−S−3 = S
−
4 ⊕ S−2 , on dispose d’un
ope´rateur de Dirac
D : S −4 −→ S +S −3 .
Lemme 1.1. Si la me´trique est autoduale, alors D2 : S −S −3 −→ S −S −3
pre´serve S −4 et S
−
2 .
De´monstration. La projection D2 : S −4 → S −2 est un ope´rateur tensoriel donne´e
par l’action d’un morceau de la courbure ; le seul possible ici est W− ∈ S −4 . 
L’ope´rateur
∂r ·D : S −S −3 −→ S −S −3
a e´te´ calcule´ par la formule (1.9) : dans la somme S −S −3 = S
−
4 ⊕ S −2 , il se
de´compose en
∂r ·D =
( −∂r + A C
B −∂r +D
)
,
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ou` A, B, C et D sont des ope´rateurs diffe´rentiels qui ne de´rivent les spineurs que
dans la direction des sphe`res Sr.
Lemme 1.2. On a l’identite´
D∂r ·+∂r ·D = −2∇∂r + tr I,
ou` I est la seconde forme fondamentale de la sphe`re Sr.
De´monstration. On a les e´galite´s, en utilisant notre base orthonormale (Xi) telle
que X0 = ∂r,
D∂r · σ =
3∑
0
Xi · ∇Xi(∂rσ)
=
3∑
0
Xi · (∇Xi∂r) · σ +Xi · ∂r · ∇Xiσ
= (tr I)σ −∇∂rσ −
3∑
1
∂r ·Xi · ∇Xiσ.

Il re´sulte du lemme que l’on a l’identite´
(∂r ·D)2 = D2 + (tr I− 2∇∂r)∂r ·D .
Compte tenu du lemme 1.1, cela impose l’identite´
(1.10) ∇∂rB +BA = (tr I−D)B.
On en de´duit le re´sultat suivant :
Lemme 1.3. Supposons que l’on ait une section σ de S −4 telle que :
(1) (−∂r + A)σ = 0;
(2) Bσ = 0 pour une valeur de r ;
alors Bσ = 0 pour tout r, c’est-a`-dire Dσ = 0.
De´monstration. L’e´quation (1.10) et la premie`re condition impliquent
∇∂r(Bσ) = (tr I−D)(Bσ),
ce qui donne le re´sultat. 
1.2.3. De´composition harmonique. Analysons maintenant cet ope´rateur de Dirac
du point de vue de la de´composition harmonique. La de´composition (1.1) fait
intervenir des e´le´ments w ∈ (VρS−4 )S1. Or, les repre´sentations ρ de U1SU2 sont
indexe´es par deux entiers K ∈ Z et L ∈ N, de sorte que
Vρ = CK ⊗ SL,
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ou` U1 agit avec poids K sur CK et SU2 agit sur S
L = SL−. D’apre`s (1.8), l’action
du ge´ne´rateur ξ = σ+1 + σ
−
1 de S
1 sur VρS
−
4 est par
i(K + k1 + k2),
ou` les k1 ∈ {−L,−L+2, · · · , L} sont les valeurs propres de l’action de −iσ−1 sur
SL, et k2 ∈ {0,±2,±4} celles de l’action sur S4−. En particulier :
(1.11) k2 = −K − k1,
donc (VρS
−
4 )
S1 = 0 si |K| > L+ 4, et en ge´ne´ral
dim(VρS
−
4 )
S1 6 5,
avec e´galite´ si |K| 6 L− 4.
On va en de´duire :
Lemme 1.4. L’espace des solutions de Dσ = 0 sur CH2−{∗} avec σ provenant
de la repre´sentation Vρ = CKS
L comme dans (1.1) est de dimension :
– 2 dimVρ si |K| 6 L− 4 ;
– dimVρ si L− 4 < |K| 6 L+ 4.
De´monstration. Pour le spineur σ correspondant a` v⊗w(r), ou` v est fixe, l’e´qua-
tion Dσ = 0 se re´duit a` l’e´quation diffe´rentielle ordinaire (−∂r + A)w = 0 sous
la contrainte alge´brique Bw = 0 :
– pour |K| 6 L−4, w(r) ∈ (VρS−4 )S1 qui est de dimension 5, donc l’espace des
solutions de l’e´quation (−∂r + A)w = 0 est de dimension 5 ; on doit ajouter
la contrainte Bw(r) = 0, mais Bw(r) ∈ (VρS−2 )S1 avec dim(VρS−2 )S1 = 3 :
compte tenu du lemme 1.3, il suffit d’imposer la contrainte pour un seul r et
donc, v e´tant fixe´, l’espace des solutions w telles que Dσ = 0 est de dimension
2 ;
– pour L−4 < |K| 6 L+4, la meˆme analyse de dimension ame`ne a` un espace
de solutions de dimension 1.

1.3. Spineurs harmoniques L2. Le lemme 1.4 donne l’espace des solutions de
l’e´quation Dσ = 0 en dehors de l’origine ∗. Nous regardons maintenant quelles
solutions se prolongent a` l’origine. Puisque D est un ope´rateur elliptique, cela est
le cas si et seulement si σ est dans l’espace L2 au voisinage de ∗. Nous de´terminons
e´galement les solutions L2 a` l’infini.
1.3.1. Calcul de l’ope´rateur de Dirac sur S −4 . Nous appliquons la formule (1.9)
pour l’ope´rateur de Dirac sur S −4 , donc ρ0 est maintenant la repre´sentation sur
S−4 , en particulier ρ0(σ
+
1 ) = 0. Compte tenu de Y1 =
1
2
σ−1 − 32σ+1 par (1.7), on
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obtient
∂r ·D = −∂r + coth r
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ0(σ
−
i ) +
1
sinh r
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ(σ
−
i )
+ ρ−(σ−1 )
(
(
coth 2r
2
− coth r)ρ0(σ−1 ) + (
1
2 sinh 2r
− 1
sinh r
)ρ(σ−1 )
)
− 3
2 sinh 2r
ρ−(σ−1 )ρ(σ
+
1 )
Puisque le ge´ne´rateur du stabilisateur S1 est σ−1 + σ
+
1 , l’action sur (Vρ ⊗ S−4 )S1
de (ρ+ ρ0)(σ
+
1 ) = ρ(σ
+
1 ) est e´gale a` celle de −(ρ+ ρ0)(σ−1 ), et on obtient par un
calcul facile
∂r ·D = −∂r + coth r
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ0(σ
−
i ) +
1
sinh r
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ(σ
−
i )(1.12)
− tanh r
2
ρ−(σ−1 )ρ0(σ
−
1 )−
tanh r
1 + cosh r
ρ−(σ−1 )ρ(σ
−
1 ) .
1.3.2. Comportement a` l’origine. Poursuivons le calcul quand r → 0, on obtient
∂r ·Dw ∼ −∂rw + 1
r
3∑
1
ρ−(σ−i )(ρ0 + ρ)(σ
−
i )w.
Voyant ρ0 comme la repre´sentation sur S
−
4 ⊂ S−S−3 , et en tenant compte de
l’identite´
∑3
1 ρ
−(σ−i )
2 = −3, il suit
(1.13) ∂r ·Dw ∼ −∂rw − 3w
r
+
1
r
3∑
1
ρ−(σ−i )(ρ
−
3 + ρ)(σ
−
i )w.
Lemme 1.5. Sur la repre´sentation S ⊗ Sℓ = Sℓ+1 ⊕ Sℓ−1 de su2, on a l’identite´
3∑
1
ρ1(σi)ρℓ(σi) =
{
−ℓ sur Sℓ+1
ℓ+ 2 sur Sℓ−1
De´monstration. Tout d’abord, l’ope´rateur de Casimir sur Sℓ est donne´ par
C(ρℓ) = −
3∑
1
ρℓ(σi)
2 = ℓ(ℓ+ 2).
Puis on e´crit
3∑
1
ρ1(σi)ρℓ(σi) =
1
2
(
3∑
1
(ρ1 + ρℓ)(σi)
2 − ρ1(σi)2 − ρℓ(σi)2
)
=
1
2
(−C(ρ1 ⊗ ρℓ) + C(ρ1) + C(ρℓ))
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d’ou` on de´duit le re´sultat, vu la de´composition ρ1 ⊗ ρℓ = ρℓ+1 ⊕ ρℓ−1. 
Calculons a` pre´sent le terme alge´brique dans l’e´quation (1.13) : nous avons une
de´composition
S3SL = SL+3 ⊕ SL+1 ⊕ SL−1 ⊕ SL−3.
Tensorisant avec la repre´sentation S = S1, les composantes de S1S3SL correspon-
dantes sont donne´es par le tableau de repre´sentations :
(1.14)
SL+4 SL+2 SL SL−2
SL+2 SL SL−2 SL−4
En appliquant le lemme 1.5, on obtient le tableau suivant de valeurs propres pour
le terme
∑3
1 ρ1(σi)(ρ3 + ρL)(σi) :
(1.15)
−(L+ 3) −(L+ 1) −(L− 1) −(L− 3)
L+ 5 L+ 3 L+ 1 L− 1
Pre`s de l’origine, l’e´quation (1.13) nous indique que, sur chaque morceau de la
de´composition de S1S3SL dans (1.14),
(1.16) ∂r ·Dw ∼ (−∂r + −3 + λ
r
)w,
ou` les λ sont les valeurs propres calcule´es en (1.15). Cela nous fournit des solutions
de Dirac avec comportement asymptotique en r−3+λ pre`s de l’origine, donc les
solutions qui se prolongent a` l’origine, c’est-a`-dire qui sont L2 pre`s de l’origine,
sont celles avec comportement asymptotique dans les composantes a`
λ >
3
2
.
De plus, nous voulons nous limiter aux solutions s ∈ S −4 . Regardons d’abord le
cas ou` |K| 6 L−4, donc w(r) ∈ (Vρ⊗S−4 )S1 qui est de dimension 5. Remarquons
que, dans le tableau (1.14), les repre´sentations SL±4 ne peuvent provenir que de
SLS4 ⊂ SLS3S1 (et pas de SLS2 ⊂ SLS3S1), alors que les autres repre´sentations
peuvent provenir des deux morceaux. Alge´briquement, cela signifie que (Vρ⊗S−4 )S1
et (Vρ ⊗ S−4 )S1 se de´composent sur (1.14) en
(Vρ ⊗ S−4 )S
1
= PL+4 ⊕ PL+2 ⊕ PL ⊕ PL−2 ⊕ PL−4,
(Vρ ⊗ S−2 )S
1
= QL+2 ⊕QL ⊕QL−2,
avec tous les Pi et les Qi de dimension 1, et PL±4 ⊂ SL±4, mais pour i = 0,±2,
PL±i ⊕QL±i ⊂ SL±i ⊕ SL±i.
Quand r → 0, la forme asymptotique (1.16) de l’ope´rateur de Dirac ∂r · Dw(r)
pre´serve donc PL±4. En revanche, pour i = 0,±2, les valeurs propres λ sur les deux
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copies de SL±i, calcule´es en (1.15), sont distinctes, donc PL±i n’est pas pre´serve´ :
la projection sur QL±i est non triviale, c’est-a`-dire la projection sur S
−
2 de ∂r ·Ds
est non nulle. On en de´duit que l’espace des w(r) ∈ (S−4 Vρ)S1 tels que Dw = 0, qui
est de dimension 2 d’apre`s le lemme 1.4, posse`de quand r → 0 un comportement
asymptotique donne´ par des w(r) ∈ PL+4 ⊕ PL−4 (et re´ciproquement, un tel
comportement asymptotique de´termine une unique solution). Le calcul des valeurs
propres λ nous indique que la condition λ > −1 n’est ve´rifie´e que sur PL−4.
Ainsi l’espace des solutions de Dσ = 0 provenant de la repre´sentation ρ, et se
prolongeant a` l’origine, est de dimension dimVρ. On en de´duit la premie`re partie
du lemme suivant :
Lemme 1.6. L’espace des solutions de Ds = 0 sur CH2 avec s provenant de la
repre´sentation Vρ = CKS
L comme dans (1.1) est de dimension :
– dimVρ si |K| 6 L− 4 ;
– 0 si L− 4 < |K| 6 L+ 4.
De´monstration. Il ne reste a` analyser que le cas L−4 < |K| 6 L+4 : de manie`re
similaire, seule la composante PL−4 peut fournir des solutions L
2 pour l’ope´rateur
de Dirac, donc il suffit de voir quand elle est encore pre´sente. D’apre`s l’e´galite´
(1.11), les poids k1 sur SL et k2 sur S4 subissent la contrainte k1 + k2 = −K ; or
le poids correspondant sur SLS4 est justement k1 + k2, donc une projection non
nulle sur SL−4 ne peut exister que si |k1 + k2| 6 L− 4, soit |K| 6 L− 4. 
1.3.3. Comportement a` l’infini. Conside´rons a` nouveau s provenant de v⊗w(r) ∈
Vρ ⊗ (Vρ ⊗ S−4 )S1 pour la repre´sentation ρ de U1SU2 sur Vρ = CK ⊗ SL. A` partir
de l’e´quation (1.12), avec ρ0 la repre´sentation sur S
−
4 , on obtient :
∂r ·Dw ∼ −∂rw − 1
2
ρ−(σ−1 )ρ0(σ
−
1 )w +
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ0(σ
−
i )w.
Voyant S−4 ⊂ S−S−3 , cela nous donne
∂r ·Dw ∼ −∂rw − 5
2
w − 1
2
ρ−(σ−1 )ρ
−
3 (σ
−
1 )w +
3∑
1
ρ−(σ−i )ρ
−
3 (σ
−
i )w
Le dernier terme a e´te´ calcule´ dans le lemme 1.5, et est e´gal a` −3 sur S−4 . On en
de´duit
∂r ·Dw ∼ −∂rw − 11
2
w − 1
2
ρ−(σ−1 )ρ
−
3 (σ
−
1 )w.
Les valeurs propres de ρ−(σ−1 ) sont ±i, et celles de ρ−3 (σ−1 ) sont ±i et ±3i.
On en de´duit que la plus grande valeur propre de −ρ−(σ−1 )ρ−3 (σ−1 ) est 3, et par
conse´quent on obtient w = O(e−4r), donc les solutions sont L2 a` l’infini ; plus
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pre´cise´ment, on peut meˆme e´crire
(1.17) w = w∞e
−4r +O(e−5r),
ou` w∞ est dans l’espace propre de −ρ−(σ−1 )ρ−3 (σ−1 ) pour la valeur propre 3. Cet
espace propre n’est autre que le sous-espace P−4⊕P4 ⊂ S−4 des vecteurs de poids
±4, il est donc de dimension 2.
On a ainsi obtenu le re´sultat suivant.
Lemme 1.7. Toutes les solutions s de Ds = 0, provenant de la repre´sentation
ρ, sont L2 a` l’infini. Plus pre´cise´ment, elles ve´rifient
s = s∞e
−4r +O(e−5r),
ou` s∞ est une section sur la sphe`re a` l’infini S
3 du sous-fibre´ J de S −4 constitue´
des spineurs de poids ±4i pour l’action de σ−1 .
Remarque 1.8. La de´finition (1.5) de σ−1 est intrinse`que a` l’infini, puisque X0 = ∂r
et X1 = JX0. En identifiant S
4
− avec S
2
0Ω
−, on peut identifier J aux formes
engendre´es par σ−2 σ
−
2 − σ−3 σ−3 et σ−2 σ−3 + σ−3 σ−2 .
Autre interpre´tation : l’application ω → −X0yω permet d’identifier Ω− avec
l’espace engendre´ par (X1, X2, X3), et le sous-fibre´ J est l’espace des endomor-
phismes syme´triques, sans trace, de l’espace engendre´ par X2 et X3. Sur le bord,
on a TS3 = RR⊕ker η, avec R le champ de Reeb de la forme de contact standard
η sur S3, et la base (X0, . . . , X3) s’identifie a`
(∂r, sinh(2r)R, sinh(r)h, sinh(r)J0h),
ou` h est un vecteur unitaire de ker η. Ainsi, le sous-fibre´ J s’identifie a` S20 ker η,
c’est-a`-dire au fibre´ des de´formations infinite´simales de la structure CR, voir (2.1).
Il est important de noter le poids qui apparaˆıt : une section Γ de S20 ker η donne
la section sinh2(r)Γ de J , qui est de norme non nulle par rapport a` la me´trique
hyperbolique complexe.
Remarque 1.9. Les sections s∞ de J ne sont pas toutes des valeurs a` l’infini
de spineurs harmoniques, meˆme localement : en effet, on peut calculer que la
re´solution formelle du proble`me Ds = 0 avec s∞ donne´e admet une obstruction
donne´e par un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre 2 sur s∞.
Remarque 1.10. L’application ® valeur a` l’infini ¯ fournie par le lemme est don-
ne´e entre des espaces de dimension finie, provenant de la repre´sentation ρ. Le
lemme ne dit rien sur la re´gularite´ de la valeur au bord d’un spineur harmonique
quelconque.
1.4. Calcul et conclusion. Les solutions de l’e´quation Ds = 0 provenant de
la repre´sentation ρ forment un espace de dimension 2 d’apre`s le lemme 1.4. Par
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conse´quent, toujours en se restreignant a` ρ, l’application valeur a` l’infini, s→ s∞,
fournie par le lemme 1.7, est une application entre deux espaces de dimension
2. Par un calcul explicite, on va maintenant montrer qu’il s’agit en fait d’un
isomorphisme, et donc que l’application qui a` un spineur harmonique L2, s, associe
sa valeur a` l’infini s∞, est injective.
1.4.1. Solutions explicites de l’e´quation de Dirac. Nous ramenons l’e´quation Ds =
0, qui est, sur chaque repre´sentation, un syste`me diffe´rentiel d’ordre 1, a` une seule
e´quation d’ordre 2, dont les solutions sont fournies en terme de fonctions hyper-
ge´ome´triques.
Pour alle´ger la re´daction, certaines e´tapes interme´diaires seront laisse´es au
lecteur.
Rappelons qu’a` partir de la repre´sentation de su2 donne´e par les relations (1.6),
on obtient une repre´sentation (H,X, Y ) de sl2 en posant σ1 = iH , Y =
1
2
(σ2+iσ3),
X = 1
2
(−σ2 + iσ3). Ainsi, [H, Y ] = −2Y , [H,X ] = 2X et [X, Y ] = H .
Revenons a` l’ope´rateur de Dirac (1.12), et e´crivons, pour une section de S −4 ,
∂r ·D = −∂r − 6 coth r + tanh r
2
+
tanh r
2
A− 2
sinh 2r
B − 2
sinh r
C,
ou` A, B, et C sont les ope´rateurs alge´briques donne´s par
A = ρ−(H)ρ−3 (H), B = ρ
−(H)ρ(H),
C = −1
2
3∑
2
ρ−(σ−i )ρ(σ
−
i ) = ρ
−(X)ρ(Y ) + ρ−(Y )ρ(X).
Il s’ave´rera utile de faire le changement de variable u = sinh2 r, de sorte que
l’ope´rateur a` analyser devient
P = −2u(1 + u)∂u − 6− 11
2
u+
u
2
A−B − 2√1 + uC.
Pour calculer ces ope´rateurs, nous choisissons des bases construites de la manie`re
suivante : soit e un vecteur de plus haut poids pour S (ainsi (e, Y e) forme une
base de S), f un vecteur de plus haut poids pour S3 (donc (e, . . . , Y
3e) est une
base de S3) et g un vecteur de poids K dans SL.
Des vecteurs de plus haut poids s4 et t2 pour S4 et S2 vus a` l’inte´rieur de SS3
sont donne´s par
s4 = ef, t2 = e(Y f)− 3(Y e)f.
A` partir de la`, on obtient pour S4 et S2 les bases (s4, s2 = Y s4, s0 = Y
2s4, . . . ) et
(t2, t0 = Y t2, t−2 = Y
2t2).
Plac¸ons-nous dans le cas ou` |K| 6 L − 4, ce qui est le´gitime puisque, d’apre`s
le lemme 1.6, il n’y a pas de spineur harmonique L2 pour |K| > L− 4. L’espace
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(S4SL)
S1 est alors de dimension 5, engendre´ par (σ4 = s4Y
2g, σ2 = s2Y g, σ0 =
s0g, σ−2 = s−2Xg, σ−4 = s−4X
2g), et de meˆme on a une base (τ2 = t2Y g, τ0 =
t0g, τ−2 = t−2Xg) de (S2SL)
S1.
Nous calculons a` pre´sent les ope´rateurs A, B et C.
Affirmation. On a les identite´s
Aσ4 = 3σ4, Bσ4 = (K − 4)σ4, Cσ4 = L(L+2)−(K−2)(K−4)16 (σ2 − τ2),
Aσ2 = τ2, Bσ2 =
K−2
2
(σ2 + τ2), Cσ2 = σ4 +
L(L+2)−K(K−2)
16
(σ0 − τ0),
Aσ0 = −σ0, Bσ0 = Kτ0, Cσ0 = 12(3σ2 + τ2) + 14(σ−2 − τ−2).
La ve´rification de ces formules est laisse´e au lecteur.
Nous pouvons maintenant calculer, pour un spineur σ =
∑4
−4 aiσi, la projection
de ∂r · Dσ sur τ2 ∈ (S2SL)S1. La formule pour l’ope´rateur de Dirac indique que
seuls les composantes σ0, σ2, σ4 contribuent et on obtient
(1.18)
πτ2Pσ =
(
u
2
− K − 2
2
)
a2−2
√
1 + u
(
−L(L+ 2)− (K − 2)(K − 4)
16
a4 +
1
2
a0
)
.
Cette e´galite´ est une contrainte exprimant a0 en fonction de a2 et a4, quand σ
satisfait l’e´quation Dσ = 0.
Calculons e´galement les projections de Pσ sur σ4 et σ2 :
πσ4Pσ = −2u(1 + u)∂ua4 + (−6 −
11
2
u+
3
2
u− (K − 4))a4 − 2
√
1 + ua2,
(1.19)
πσ2Pσ = −2u(1 + u)∂ua2 + (−6 −
11
2
u− K − 2
2
)a2
(1.20)
− 2√1 + u(L(L+ 2)− (K − 2)(K − 4)
16
a4 +
3
2
a0).
Remplac¸ant a0 et a2 en fonction de a4 graˆce aux e´quations (1.18) et (1.19), l’e´qua-
tion (1.20) devient
u(u+ 1)∂2ua4 + (7u+ 6)∂ua4 +
−(u+ 1)L(L+ 2) + (K2 − 4K + 60)u+ 24
4u(u+ 1)
a4 = 0
dont les deux solutions s’expriment en terme des fonctions hyperge´ome´triques
(voir [WW27, chapitre XIV]) :
u−
L
2
−3(1 + u)
K
2
−1F (
K − L
2
− 2, K − L
2
;−L;−u) ,
u
L
2
−2(1 + u)
K
2
−1F (
K + L
2
− 1, K + L
2
+ 1;L+ 2;−u) .
AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KA¨HLER-EINSTEIN 16
En se rappelant que u = sinh2 r, ces formules fournissent un comportement
asymptotique en 0 en r−L−6 et rL−4, c’est-a`-dire le comportement trouve´ sur
les composantes SL+4 et SL−4 dans la formule (1.16). La premie`re des deux solu-
tions ne se prolonge pas a` l’origine, et on en de´duit la formule, pour une constante
A4,
a4(r) = A4 sinh(r)
L−4 cosh(r)K−2F (
K + L
2
− 1, K + L
2
+ 1;L+ 2;− sinh2 r).
Sachant que si a < b et z → +∞, on a [WW27, 14.51]
F (a, b; c;−z) ∼ z−aΓ(c)Γ(b− a)
Γ(b)Γ(c− a) ,
on de´duit que, pour r → +∞,
a4(r) ∼ 1
L+ 2
(
L+ 2
(K + L)/2
)
A4
sinh(r)4
.
On voit la` encore se confirmer le comportement asymptotique a` l’infini pre´dit par
le lemme 1.7.
1.4.2. Conclusion. Du calcul pre´ce´dent, on de´duit le lemme suivant.
Lemme 1.11. L’application associant a` un spineur s, harmonique L2 sur CH2,
sa valeur a` l’infini s∞, est injective. 
Re´sumons a` pre´sent les re´sultats pre´ce´dents graˆce a` la de´finition suivante.
De´finition 1.12. Notons S−4 (±4) les spineurs de poids ±4i pour σ−1 . Soit ρ
une repre´sentation irre´ductible de U1SU2, on notera J
+
ρ ⊂ Vρ ⊗ (VρS−4 (±4))S1
l’espace des valeurs a` l’infini des spineurs harmoniques dans S −4 provenant de la
repre´sentation ρ. On notera J + l’espace des sections de J sur S3 engendre´ par
les J+ρ .
Les lemmes 1.6 et 1.11 indiquent que J+ρ est non nul seulement quand |K| 6
L− 4, et qu’il est alors de dimension dim J+ρ = dim Vρ.
Remarque 1.13. Nous n’avons de´fini aucune topologie sur J +. A` l’occasion, on
pre´cisera toujours la re´gularite´ des sections concerne´es, par exemple L2(J +)
pour les sections L2.
Un peu plus de travail apre`s le lemme 1.11 permet de montrer qu’en re´alite´
l’application σ∞ → σ qui a` une valeur a` l’infini dans J + associe le spineur
harmonique correspondant est continue entre espaces L2. Dans la suite de cet
article, nous n’aurons pas besoin de ce fait, les spineurs harmoniques arrivant a
priori avec une re´gularite´ suffisante.
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2. Me´triques ACH
2.1. Les me´triques asymptotiquement complexe-hyperboliques. Dans cette
section, nous reprenons quelques bases sur les me´triques ACH (asymptotique-
ment complexe-hyperboliques), e´tudie´es dans [Biq00] et [BH], avec la perspective
de ge´ne´raliser les e´nonce´s au cas ou` la donne´e sur le bord n’est plus C∞.
2.1.1. Me´triques ACH. La me´trique hyperbolique complexe peut s’e´crire
gCH2 = dr
2 + sinh2(r)γ0 + sinh
2(2r)η2,
ou` η est la forme de contact standard sur la sphe`re S3, et γ0(·, ·) = dη(·, J0·) est
la me´trique dans les directions de contact, provenant de la structure complexe J0
dans les directions de contact.
Rappelons que les de´formations J de la structure CR sur les directions de
contact sont parame´tre´es par les φ ∈ Ω0,1J0 ⊗ T 1,0J0 , de sorte que
(2.1) T 0,1J = {X + φX , X ∈ T 0,1J0 }.
Un tel φ est e´quivalent a` la donne´e de l’endomorphisme anti-J0-line´aire φ+ φ¯ de
ker η, qui est une section du fibre´ J des endomorphismes syme´triques a` trace
nulle de ker η.
A` une structure CR J est associe´e une me´trique γ dans les directions de con-
tact. On peut alors construire une me´trique ayant asymptotiquement le meˆme
comportement que la me´trique hyperbolique complexe, a` savoir
(2.2) g0 = dr
2 + e2rγ + e4rη2.
Plus ge´ne´ralement [Biq00], on dira que la me´trique g est ACH (asymptotiquement
complexe-hyperbolique) si, pre`s de l’infini,
(2.3) g = dr2 + e2rγ + e4rη2 +O(e−r),
ou` le O(e−r) est mesure´ par rapport a` la me´trique g0 (on demande aussi que les
de´rive´es satisfassent la meˆme de´croissance). La courbure de g a` l’infini s’approche
alors a` l’ordre O(e−r) de celle de g0, et J (ou γ) est appele´ l’infini conforme de g.
Exemple 2.1. Voyons la me´trique hyperbolique complexe comme la me´trique de
Bergmann sur la boule dans C2. Si on de´forme la boule en un domaine pseudo-
convexe de C2, on peut construire une me´trique Ka¨hler-Einstein, la me´trique de
Cheng-Yau [CY80], qui est ACH.
2.1.2. Me´triques d’Einstein. Plus ge´ne´ralement, toute petite de´formation J de
la structure CR J0 est l’infini conforme d’une me´trique ACH Einstein [Biq00,
chapitre I].
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Le comportement asymptotique a` un ordre e´leve´ de cette me´trique d’Einstein
a e´te´ e´tudie´ dans [BH, the´ore`me 3.3 et corollaire 3.4] : plus pre´cise´ment, une
structure CR J est toujours le bord d’une structure complexe formelle locale ;
e´tant donne´ J sur le bord, on peut construire un de´veloppement explicite d’ordre
4 pour une me´trique ACH g¯, d’infini conforme J , Ka¨hler-Einstein a` l’ordre 4 + δ
pre`s de l’infini (0 < δ < 1). Cette me´trique a la forme suivante : le terme principal
est g0 de´fini par (2.2), puis on obtient
(2.4) g¯ = g0 + e
−2rg2 + e
−3rg3 + e
−4rg4 +O(e
−5r),
ou` les termes gi sont des termes sur le bord, obtenus non line´airement a` partir
de J , mais impliquant au plus i de´rive´es horizontales de J . Il s’agit donc d’un
de´veloppement partiel ® polyhomoge`ne ¯. Cette me´trique est d’Einstein a` un ordre
e´leve´, Ricg¯ +6g¯ = O(e−5r), et le terme d’ordre e−5r implique au plus 5 de´rive´es
horizontales de J (Ricg¯ lui-meˆme implique 6 de´rive´es de J , mais la de´rive´e sixie`me
n’apparaˆıt qu’a` l’ordre 6).
La me´trique asymptotiquement Ka¨hler-Einstein g¯ est une excellente approxi-
mation de la me´trique d’Einstein g qui remplit J . Plus pre´cise´ment [BH, corollaire
5.4],
(2.5) g = g + Γe−2r +O(e−(4+δ)r),
ou` Γ est une section sur S3 du fibre´ J des endomorphismes syme´triques a` trace
nulle de ker η (donc Γe−2r est un terme homoge`ne d’ordre 4) ; si J est C∞, alors
il en est de meˆme pour Γ.
Dans la suite de cette section, nous allons de´velopper quelques outils pour
comprendre la re´gularite´ de la me´trique g quand J n’est plus lisse.
2.1.3. Espaces fonctionnels. Commenc¸ons par introduire quelques espaces fonc-
tionnels sur le bord. On y dispose de la connexion de Webster, ∇W . Celle-ci peut
eˆtre e´tendue a` l’inte´rieur de la manie`re suivante : pour une me´trique ACH, ayant
le comportement asymptotique (2.3), la de´rive´e covariante ∇∂r permet d’identi-
fier les fibre´s tangents sur les sphe`res concentriques (les vecteurs paralle`les sont
approximativement ∂r, e
−2rR, et e−rh pour h un vecteur de contact) ; le tire´ en
arrie`re de ∇W , que l’on notera a` nouveau ∇W , de´finit alors une connexion a`
l’inte´rieur. Par [BH, Corollaire 2.3], on a en re´alite´
(2.6) ∇ = ∇W + a0 + O(e−r), ∇Wa0 = 0;
dans cette formule, les de´rive´es du O(e−r) ont la meˆme de´croissance. Dans le cas
particulier de CH2, on a la formule explicite (1.3) dans laquelle les termes ρ(Yi)
fournissent la connexion de Webster et les termes ρE(Yi) fournissent la correction
a0 ; cette correction a0 est la meˆme pour toutes les me´triques ACH.
AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KA¨HLER-EINSTEIN 19
On notera  le laplacien (hypoelliptique) associe´ a` la de´rivation dans les di-
rections horizontales,
f = −
2∑
i=1
(∇W )2hi,hif,
ou` (h1, h2) est une base orthonormale du plan de contact. Enfin, on notera FS
k
l’espace des fonctions (ou sections d’un fibre´) sur S3, ayant k de´rive´es horizon-
tales dans L2 : ce sont les espaces de Folland-Stein [FS74]. Plus ge´ne´ralement,
nous aurons besoin d’espaces avec un nombre de de´rive´es fractionnaire, FSδ, que
l’on peut de´finir a` partir de la the´orie spectrale de  : notons λ2 ses valeurs
propres (λ > 0), si f =
∑
fλ est la de´composition de f sur les espaces propres
correspondants de , alors l’espace FSδ est de´fini par la norme
∑
λ(1+λ)
2δ‖fλ‖2.
Passons maintenant aux espaces fonctionnels sur CH2. Nous avons l’espace
de Sobolev classique Hk des fonctions ayant k de´rive´es dans L2. Nous utiliserons
aussi la version a` poids, en notant Hkδ l’espace des fonctions f telles que e
(δ−2)rf ∈
Hk ; la convention est choisie de sorte que la fonction e−dr soit dans Hkδ si et
seulement si d > δ.
Dans ces espaces de Sobolev, la de´rivation suivant une direction horizontale de
S3 est toujours affecte´e d’un poids e−r. Or il sera utile de conside´rer des espaces
fonctionnels avec une meilleure re´gularite´ horizontale. Cela nous me`ne a` de´finir,
pour ℓ 6 k, l’espace Hk;ℓδ des fonctions f ∈ Hkδ telles que χ(r)(∇Whi )ℓf ∈ Hk−ℓδ , ou`
χ(r) est une fonction de coupure, telle que χ(r) = 1 pour r > R + 1 et χ(r) = 0
pour r 6 R, pour un R > 0 suffisamment grand.
Un point important est qu’on peut supposer que les diverses structures CR sur
le bord (proches de la structure standard) ont la meˆme structure de contact sous-
jacente : il en re´sulte que les espaces fonctionnels de´finis plus haut ne de´pendent
pas de la me´trique ACH choisie. En particulier, on peut utiliser la me´trique
hyperbolique complexe gCH2 et la structure CR standard J0 sur le bord pour les
de´finir.
Dans toute la suite, on supposera ℓ fixe´ tre`s grand, de sorte que FSℓ ⊂ C0 ;
en particulier, cela implique que les espaces FSℓ,...,FSℓ+4 que nous conside´rerons
soient stables par multiplication, c’est-a`-dire soient des alge`bres. Nous demandons
la meˆme chose pour les espaces de Sobolev Hk.
Remarque 2.2. Si on a une fonction f ∈ H2;1δ , alors Rf = −[h, Jh]f+[h, Jh]Hf ∈
L2δ−1, ce qui est mieux que e
−2rRf ∈ L2δ . Cela reste valable pour une section d’un
fibre´.
2.1.4. Ope´rateur de prolongement. Si une fonction f est donne´e sur le bord a`
l’infini, on peut chercher a` prolonger f a` l’inte´rieur en une fonction E0f ayant la
meilleure re´gularite´ possible. Cela est re´alise´ a` travers la construction suivante.
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Partons de la de´composition de f sur les espaces propres de , et posons
E0f = χ(r)
∑
λ
fλe
−λe−r ,
ou`, comme plus haut, χ est une fonction de coupure valant 1 pre`s de l’infini et 0
pre`s de 0.
Lemme 2.3. Si f ∈ FSδ avec 0 < δ < 1, alors f − E0f ∈ L2δ et ∇(E0f) ∈ H∞δ
(avec normes controˆle´es par ‖f‖FSδ).
Remarque 2.4. Il est clair que [E0,] = 0. Par conse´quent, si f ∈ FSℓ+δ, alors

ℓ
2E0f − ℓ2f ∈ L2δ.
De´monstration. Posons g = ∂r
∑
fλe
−λe−r =
∑
λe−rfλe
−λe−r , alors
‖g‖2L2
δ
(r>R) =
∑
λ
∫
r>R
λ2e−2r|fλ|2e−2λe−2re2(−2+δ)rvolg.
En utilisant le fait que volg ∼ e4r, on est ramene´ a` controˆler, en utilisant δ < 1,∑
λ
‖fλ‖2
∫ +∞
R
λ2e2(−1+δ)re−2λe
−2r
dr =
∑
λ
λ2δ‖fλ‖2
∫ λe−R
0
u2(1−δ)e−2u
du
u
(2.7)
6 c
∑
λ
λ2δ‖fλ‖2
d’ou` re´sulte l’estimation
‖g‖2L2
δ
(r>R) 6 c‖f‖2FSδ ,
qui implique en particulier f − E0f ∈ L2δ .
Une de´rivation tangentielle dans une direction de contact (toujours accom-
pagne´e d’un facteur e−r dans ∇E0f) se traduit par la multiplication du terme
fλe
−λe−r par λe−r, et donc satisfait la meˆme estimation. Plus ge´ne´ralement, une
de´rivation a` l’ordre k dans les directions de contact e´quivaut a` une multiplica-
tion par λke−kr, se traduisant par le remplacement de u2(1−δ) par u2(k−δ) dans
l’inte´grale (2.7) : on obtient ainsi un controˆle similaire. Le lemme en de´coule. 
Il y a une re´ciproque qui montre que les valeurs au bord de re´gularite´ FSδ
correspondent exactement aux fonctions dont les de´rive´es de´croissent en e−δr :
Lemme 2.5. Si une fonction f satisfait df ∈ L2δ alors f a une valeur a` l’infini
f∞ ∈ FSδ, de sorte que f − f∞ ∈ L2δ.
De´monstration. L’existence d’une valeur a` l’infini f∞ telle que f − f∞ ∈ L2δ est
imme´diate. Prouvons l’estimation FSδ : soit χ(r) une fonction de coupure, telle
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que χ(r) = 1 pour r > R + 1 et χ(r) = 0 pour r 6 R. Alors
f∞ = −
∫ +∞
R
∂r(χf) = −
∫ +∞
R
(∂rχ)f + χ∂rf
d’ou` l’estimation
1
4
|f∞|2 6 e2(1−δ)R
∫
f 2e2(δ−1)r + e−2δR
∫
|∂rf |2e2δr.
Restreignons a` l’espace propre de  pour la valeur propre λ2, et choisissons R =
lnλ, alors l’estimation devient
1
4
‖f∞‖2 6 λ−2δ
(
‖e−rλf‖2L2
δ
+ ‖∂rf‖2L2
δ
)
qui est exactement l’estimation FSδ voulue. 
Remarque 2.6. Le lemme reste clairement valable si f est une section d’un fibre´,
a` condition de remplacer la condition df ∈ L2δ par ∇Wf ∈ L2δ.
Le lemme 2.3 donne une approximation d’une valeur au bord f a` un ordre δ,
mais il peut eˆtre utile d’en construire a` un ordre plus e´leve´ : pour obtenir une
approximation a` l’ordre j + δ, il suffit d’enlever les termes d’ordre 1 a` j dans
e−λe
−r
, en de´finissant
Ejf = χ(r)
∑
λ
fλ(e
−λe−r + λe−r − λ
2
2
e−2r − · · · − (−λ)
j
j!
e−jr).
On obtient alors, de manie`re similaire :
Lemme 2.7. Si f ∈ FSℓ+δ, alors
(1) Eℓf − f ∈ L2ℓ+δ ;
(2) plus ge´ne´ralement, pour j 6 ℓ, on a 
j
2Eℓf − j2 f ∈ L2ℓ−j+δ ;
(3) ∇ℓ+1Eℓf ∈ H∞ℓ+δ.
De´monstration. La de´monstration est la meˆme que celle du lemme 2.3. 
2.1.5. Ope´rateurs elliptiques pour les me´triques ACH. Rappelons maintenant brie`ve-
ment quelques faits sur les ope´rateurs elliptiques sur CH2, ou plus ge´ne´ralement
pour une me´trique ACH. Ces ope´rateurs sont redevables de la the´orie des ® edge
operators ¯, voir [EMM91] dans le cas scalaire pour la me´trique hyperbolique
complexe. Soit un ope´rateur homoge`ne
P = ∇∗∇ + R,
ou` R est un terme d’ordre 0, suppose´ inversible dans L2, c’est-a`-dire satisfaisant
une estimation (Pu, u) > c‖u‖2. Le comportement de P est alors gouverne´ par
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® l’ope´rateur indiciel ¯, constitue´ des termes d’ordre 0 a` l’infini : c’est un ope´rateur
du type
−∂2r − 4∂r + A,
ou` A est un ope´rateur d’ordre 0. Soit λ la plus petite valeur propre de A, alors les
poids critiques de l’ope´rateur indiciel (c’est-a`-dire les poids δ tels que exp(−δr)
est dans le noyau de l’ope´rateur indiciel) sont δ± = 2 ±
√
4 + λ, et P est un
isomorphisme
(2.8) P : Hk+2δ
∼−→ Hkδ
pour tout poids δ compris entre les poids critiques, δ− < δ < δ+, voir [Biq00,
proposition I.2.5] (dans cette proposition, l’isomorphisme est montre´ dans les es-
paces de Ho¨lder, a` partir d’une estimation L2 (lemme I.2.3) qui implique aussi im-
me´diatement l’isomorphisme dans les espaces de Sobolev) ; ce re´sultat est valable
aussi bien pour la me´trique hyperbolique complexe gCH2 que plus ge´ne´ralement
pour une me´trique ACH [Biq00, I.3].
Si on re´sout le proble`me Pu = v avec v de´croissant plus rapidement que e−δ+r,
alors la forme de l’ope´rateur indiciel sugge`re que
u = u∞e
−δ+r + u′,
avec u∞ section de l’espace propre U de A pour la valeur propre λ, et u
′ de´crois-
sant plus rapidement que e−δ+r : intrinse`quement, on obtient u∞ par la limite
u∞ = lim
r→+∞
eδ+ru.
La re´gularite´ de la limite est e´tablie dans le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.8. Soit 0 < δ < 1. Supposons que l’ope´rateur indiciel P sur CH2
n’ait pas d’autre poids critique entre δ+ et δ+ + δ.
1) Si v ∈ Hkδ++δ alors u∞ ∈ FSδ(U ) et u− e−δ+rE0u∞ ∈ Hk+2δ++δ.
2) Plus ge´ne´ralement, on obtient ainsi un isomorphisme
P : FSℓ+δ(U )⊕Hk+2;ℓδ++δ → Hk;ℓδ++δ,
de´fini par (u∞, u)→ P (e−δ+rE0u∞ + u).
C’est le type de re´sultat que l’on s’attend a` voir de´river de la the´orie des ® edge
operators ¯ : dans le cas hyperbolique re´el, cela est e´tabli dans [Maz91, the´ore`me
7.14], et dans le cas hyperbolique complexe qui nous inte´resse, le calcul pseudod-
iffe´rentiel a e´te´ de´veloppe´ dans [EMM91]. Mais il semble difficile de trouver une
re´fe´rence qui ne se limite pas aux proble`mes scalaires, auxquels ne peuvent a priori
pas se re´duire les syste`mes que nous conside´rons. Pour eˆtre complet, nous incluons
ici une de´monstration e´le´mentaire, similaire a` celle donne´e dans [BH, proposition
5.2] dans le cas C∞, valable sous les hypothe`ses techniques suivantes :
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(1) k > ℓ : cette limitation est sans importance pour nous, car les solutions
d’e´quations elliptiques que nous regardons sont toujours localement C∞,
de sorte que l’on peut prendre k aussi grand que l’on voudra ;
(2) δ+ − δ− > 2 − δ : dans les cas que nous regardons, le couple (δ−, δ+) est
e´gal a` celui du laplacien scalaire, soit (0, 4).
Remarque 2.9. Le the´ore`me est e´nonce´ uniquement dans le cas de CH2, le seul
utilise´ dans cet article : cela permet de simplifier conside´rablement la de´mon-
stration. Cependant il a une porte´e plus ge´ne´rale : si l’ope´rateur P est un iso-
morphisme dans L2 pour une certaine me´trique ACH, alors le the´ore`me demeure
valable, a` condition d’avoir pour les coefficients de la me´trique une re´gularite´
suffisante (de´pendant de la valeur de ℓ). Plus ge´ne´ralement, si l’ope´rateur P pour
une me´trique ACH n’est que Fredholm entre les poids δ− et δ+, alors le the´ore`me
2.8 doit eˆtre remplace´ par l’assertion que P reste Fredholm, avec indice inchange´,
entre les espaces FSℓ+δ(U ) ⊕ Hk+2;ℓδ++δ → Hk;ℓδ++δ (la de´monstration a` partir du
re´sultat dans CH2 se fait comme dans [Biq00, I.3.B]).
De´monstration. Tout d’abord, le champ de vecteurs R est une isome´trie infinite´si-
male de CH2 ; comme P est homoge`ne, on en de´duit
[P,LR] = [P,∇WR ] = 0.
D’autre part, on a la commutation suivante [BH, lemme 2.6] : soit h un champ
de vecteurs (de norme 1) dans la distribution de contact, alors
(2.9) [P,∇Wh ] = 2∇e−rJh∇We−rR +Q,
ou`Q est un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre 2, pre´servant les poids. Plus pre´cise´ment,
Q est e´le´ment d’une alge`bre d’ope´rateurs diffe´rentiels Q, telle que :
– l’alge`bre Q contient les de´rivations horizontales ∇We−rh ;
– si Q ∈ Q est d’ordre j, alors il est continu Hkδ′ → Hk−jδ′ (pour tout δ′) et
FSℓ+δ ⊕ Hk;ℓδ++δ → Hk−j;ℓδ++δ (concre`tement, les termes de Q, d’homoge´ne´¨ıte´ 0
par rapport aux poids, contiennent des de´rivations horizontales, envoyant
ainsi un terme e−δ+rE0u∞ dans un espace a` de´croissance en e
−(δ++δ)r).
Supposons donc l’ope´rateur diffe´rentiel P inversible entre les poids δ− et δ+. Soit
δ > 0, v ∈ H1δ++δ et u la solution de Pu = v, de sorte que u ∈ H3δ+−ε pour tout
ε > 0 petit. Tout d’abord,
P∇WR u = ∇WR Pu ∈ L2δ+−2+δ.
Utilisant une fonction de coupure χ(r) nulle en dehors de r > R, on de´duit
Pχ∇WR u ∈ L2δ+−2+δ et par conse´quent (utilisant la condition δ+ − 2 + δ > δ−)
χ∇WR u ∈ H2δ+−2+δ, d’ou` ∇We−2rRu ∈ H2δ++δ, ce qui est le controˆle attendu sur cette
de´rive´e.
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Pour simplifier l’e´criture de la suite du raisonnement, on omettra a` chaque fois
l’utilisation de la fonction χ.
On a, d’apre`s la commutation (2.9),
P∇Wh u = [P,∇Wh ]u+∇Wh Pu ∈ L2δ+−1+δ.
Il en re´sulte ∇Wh u ∈ H2δ+−1+δ, soit ∇We−rhu ∈ H2δ++δ, ce qui est a` nouveau le
controˆle attendu. La forme de l’ope´rateur P = ∇∗∇+ R nous indique alors que
(A de´signant l’ope´rateur line´aire forme´ des termes d’ordre 0 a` l’infini de P )
Pu− (−∂2ru− 4∂ru+ Au) ∈ L2δ++δ
et donc
−∂2ru− 4∂ru+ Au ∈ L2δ++δ.
Des arguments e´le´mentaires sur les e´quations diffe´rentielles ordinaires impliquent
la convergence a` l’infini de eδ+ru vers une limite u∞ dans le sous-espace propre
de A correspondant a` ce poids, et
∂r(u− e−δ+ru∞) ∈ L2δ++δ.
De ce controˆle et des controˆles pre´ce´dents sur∇Wu re´sulte finalement∇W (eδ+ru) ∈
L2δ , d’ou` la re´gularite´ u∞ ∈ FSδ par le lemme 2.5. Le lemme 2.3 indique alors
que P (e−δ+rE0u∞) ∈ H∞δ++δ.
Finalement, on de´duit que P (u−e−δ+rE0u∞) ∈ H1δ++δ et u−e−δ+ru∞ ∈ L2δ++δ.
La re´gularite´ elliptique locale pour l’ope´rateur P donne alors u − e−δ+rE0u∞ ∈
H3δ++δ. Si de plus v ∈ Hkδ++δ, alors on obtient P (u − e−δ+rE0u∞) ∈ Hkδ++δ d’ou`
re´sulte u− e−δ+rE0u∞ ∈ Hk+2δ++δ. Cela de´montre le the´ore`me dans le cas ℓ = 0.
Supposons a` pre´sent que l’on ait la re´gularite´ supple´mentaire v ∈ Hk;ℓδ++δ avec
k > ℓ. Commenc¸ons par ℓ = 1. D’apre`s la remarque 2.2, on a ∇WR v ∈ Hk−2δ++δ−1
et donc P∇WR u ∈ Hk−2δ++δ−1, d’ou` re´sulte ∇WR u ∈ Hkδ++δ−1. Appliquons ensuite la
commutation (2.9) :
(2.10) P∇Wh u = ∇Wh Pu+ 2∇e−rJh∇We−rRu+Qu ∈ Hk−1δ++δ,
d’ou` re´sulte ∇Wh u∞ ∈ FSδ et donc u∞ ∈ FSδ+1. On obtient le cas ge´ne´ral par
une re´currence sur ℓ comme dans la de´monstration de [BH, proposition 5.2]. 
2.1.6. Re´gularite´ des me´triques d’Einstein d’infini conforme FSℓ+4+δ. Pour e´tudier
le proble`me d’autodualite´ pour les me´triques ACH Einstein, nous avons besoin
d’e´tendre l’e´tude de´crite section 2.1.2 au cas ou` l’infini conforme n’est plus C∞,
mais plutoˆt dans un espace de Folland-Stein FSℓ+4+δ. On prendra cependant ℓ
tre`s grand, comme convenu section 2.1.3. En revanche, on pourra garder a` l’in-
te´rieur des me´triques de re´gularite´ locale C∞.
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Reprenons donc la construction de la section 2.1.2, en supposant que la struc-
ture CR sur le bord, J , ou de manie`re e´quivalente g0, est maintenant de re´gularite´
FSℓ+4+δ. Graˆce a` la re´gularisation des donne´es au bord par les lemmes 2.3 et 2.7,
on peut construire la me´trique g¯, qui est Ka¨hler-Einstein a` un ordre e´leve´, en
modifiant (2.4) par
(2.11) g = E4g0 + E2g2e
−2r + E1g3e
−3r + E0g4e
−4r.
C’est une me´trique qui co¨ıncide avec (2.4) a` l’ordre 4 + δ ; le tenseur de Ricci a
la re´gularite´ attendue :
Lemme 2.10. Pour la me´trique g de´finie par (2.11), le tenseur de Ricci satisfait
Ricg +6g ∈ H∞;ℓ4+δ .
Plus ge´ne´ralement, la courbure de g a le de´veloppement
Rg = R0 + · · ·+ e−4rR4 +O(e−(4+δ)r),
avec Ri ∈ FSℓ+4−i+δ et le O(e−(4+δ)r) signifie que Rg−(E4R0+ · · ·+e−4rE0R4) ∈
H∞;ℓ4+δ .
De´monstration. Tout d’abord, l’assertion sur Ricg est une conse´quence de l’asser-
tion sur Rg, puisque g a e´te´ construite de sorte que les termes du de´veloppement
polyhomoge`ne de Ricg+6g s’annulent jusqu’a` l’ordre 4.
Montrons donc l’assertion sur Rg. Si g0 est lisse, le re´sultat est clair. En re-
vanche, si g0 est seulement FS
ℓ+4+δ, il n’est pas imme´diat de voir comment les
re´gularisations Ei passent a` travers la courbure. Ramenons-nous a` un proble`me
line´aire : si on a un chemin de me´triques au bord g0(t), tel que g0(0) est lisse
et g0(1) = g0, il suffit de montrer que
d
dt
Rg(t) a aussi un de´veloppement polyho-
moge`ne du type voulu. Or,
dgR(h˙) = F (∇2gh˙, Rg ⊙ h˙),
ou` F est un ope´rateur line´aire et ⊙ est une ope´ration biline´aire. Ayant pris ℓ
assez grand, les de´veloppements polyhomoge`nes souhaite´s sont stables par mul-
tiplication, d’ou` on de´duit que, si Rg et h˙ ont un de´veloppement polyhomoge`ne
comme dans le lemme, alors dgR(h˙) admet un de´veloppement du meˆme type. 
Si J est assez proche de J0, c’est l’infini conforme d’une me´trique ACH, Einstein
(section 2.1.2). Nous raffinons cette e´tude pour obtenir :
Lemme 2.11. Si J , de re´gularite´ FSℓ+4+δ sur S3, est suffisamment proche de
J0, alors il existe une me´trique ACH, Einstein, g, d’infini conforme J , telle que
g = g¯ + Γe−2r +G
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avec G ∈ H∞;ℓ4+δ , et Γ une section sur S3 du fibre´ J des endomorphismes syme´triques
a` trace nulle de ker η, de re´gularite´ FSℓ+δ (donc Γe−2r est un terme d’ordre 4).
De´monstration. Rappelons brie`vement la construction de la me´trique d’Einstein
[Biq00, chapitre I] : on re´sout le proble`me
Ricg+h+6(g + h) = 0, δgh+
1
2
d trg h = 0;
la seconde e´quation fixe en g une jauge a` l’action des diffe´omorphismes induisant
l’identite´ sur le bord a` l’infini. Ces deux e´quations sont e´quivalentes, pour g + h
proche de la me´trique hyperbolique complexe gCH2 , a`
Φg(h) = Ricg+h+6(g + h) + δg+h
(
δgh+
1
2
d trg h
)
= 0,
dont la line´arisation en gCH2 est, en notant
◦
Rh˙X,Y =
∑
h˙(RX,eiY, ei) l’action de
la courbure de gCH2 sur les formes quadratiques,
dΦgCH2 (h˙) =
1
2
∇∗∇h˙−
◦
Rh˙.
Cet ope´rateur homoge`ne sur CH2 est inversible dans L2 [Biq00, lemme I.1.5],
et rele`ve de la the´orie rappele´e section 2.1.5. Son comportement a` l’infini est
gouverne´ par l’ope´rateur indiciel, ici e´gal a`
−∂2r − 4∂r + A,
ou` A est un ope´rateur positif, de noyau e´gal au fibre´ J [Biq00, I.4.B] ; le pre-
mier poids critique est donc e´gal a` 4. D’apre`s le the´ore`me 2.8, on a donc un
isomorphisme
dΦgCH2 : FSℓ+δ(J )⊕Hk+2;ℓ4+δ → Hk;ℓ4+δ.
Par le lemme 2.10, on a
Φg(0) = Ricg+h+6(g + h) ∈ H∞;ℓ4+δ
donc on peut appliquer le the´ore`me des fonctions implicites a` l’e´quation Φg(h) =
0. Le lemme en re´sulte. 
2.2. Noyaux de l’ope´rateur de Dirac en famille. Dans la section 1, on a vu
que sur CH2 le noyau de l’ope´rateur de Dirac kerD ⊂ L2(S 4−) est de dimension
infinie. On va maintenant montrer que tel demeure le cas quand on perturbe la
me´trique, et meˆme que ces noyaux forment un fibre´ au-dessus de l’espace des
me´triques ACH.
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2.2.1. L’ope´rateur de Dirac sur S +S −3 . L’espace des 1-formes a` valeurs dans
Ω− se de´compose en
Ω1Ω− = S +S −S −2 = S
+S − ⊕S +S −3 .
Il est classique que l’ope´rateur de DiracD sur S +S −3 s’identifie alors a` d
∗+
√
2d−,
a` valeurs a priori dans Ω− + Ω−Ω−, mais en re´alite´ la restriction a` S +S −3 est a`
valeurs dans
Ω− +S20Ω
− = S −2 + S
−
4 = S
−S −3 .
De plus, on a le re´sultat suivant.
Lemme 2.12. Soit scal la courbure scalaire de CH2, alors on a sur S +S −3 ⊂
Ω1Ω− l’identite´
D2 = d∗d+ dd∗ − scal
12
.
De´monstration. Sur Ω1Ω−, on a
d∗d+ − d∗d− = − ∗ d ∗ (d+ − d−) = − ∗ d2 = − ∗ F (Ω−)
d∗d+ + d∗d− = d∗d
et par conse´quent
d∗d− =
1
2
(d∗d+ ∗F (Ω−)).
La courbure de Ω− est re´duite a` la courbure scalaire :
F (Ω−)X,Y = −scal
12
[X ∧ Y, ·].
Un calcul explicite facile donne
∗F (Ω−)|S +S−
3
= −scal
12
d’ou` on de´duit le lemme pour D2 = d∗d+ 2d∗d−. 
Corollaire 2.13. 1) L’ope´rateur D2 sur S +S −3 est un isomorphisme H
2 → L2.
2) L’image par D de H1(S +S −3 ) dans L
2(S −S −3 ) est ferme´e, e´gale a` (kerD)
⊥.
De´monstration. Le lemme 2.12 nous fournit une estimation
‖Ds‖2 > −scal
12
‖s‖2
qui impose la premie`re assertion (les ope´rateurs de ce type sont e´tudie´s dans
[Biq00, I.2.B]).
La meˆme estimation montre que l’image de D est ferme´e, ce qui donne la
seconde assertion. 
2.2.2. Re´gularite´ dans les espaces a` poids.
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Lemme 2.14. L’ope´rateur D2 est un isomorphisme
FSℓ+δ(U )⊕Hk+2;ℓ4+δ (S +S −3 ) −→ Hk;ℓ4+δ(S +S −3 ),
ou` U est le sous-fibre´ de S +S −3 constitue´ des espaces propres pour les valeurs
propres ±4i de ξ = σ+1 + σ−1 .
De´monstration. Il s’agit d’une simple application de la the´orie rappele´e dans la
section 2.1.5. En effet, par le corollaire 2.13, l’ope´rateur D2 est inversible dans
L2. De plus, sur S +S −3 ⊂ Ω1Ω−, on a la formule de Weitzenbo¨ck
dd∗ + d∗d = ∇∗∇+ scal
3
,
qui, combine´e au lemme 2.12, fournit
D2 = ∇∗∇+ scal
4
.
Le calcul des termes d’ordre 0 de ∇∗∇ est simple :
−
3∑
1
ρ0(Yi)
2 = −
3∑
1
ρ−3 (σ
−
i )
2 −
(
1
2
ρ−3 (σ
−
1 )−
3
2
ρ+(σ+1 )
)2
+ ρ−3 (σ
−
1 )
2
= C(ρ−3 ) +
9
4
+
3
4
ρ−3 (σ
−
1 )
2 +
3
2
ρ−3 (σ
−
1 )ρ
+(σ+1 )
compte tenu de C(ρ−3 ) = 15, la plus petite valeur propre est obtenue pour les
valeurs propres ±(3i, i) de (ρ−3 (σ−1 ), ρ+(σ+1 )), elle est e´gale a` 6, donc la plus petite
valeur propre des termes d’ordre 0 de D2 est λ = 0, ce qui fournit le poids critique
4 et le re´sultat du lemme. 
2.2.3. Stabilite´ du noyau. Revenons a` l’ope´rateur de Dirac D sur S −S −3 et a`
son noyau L2. Perturbons la me´trique de CH2 en une me´trique ACH g : puisque
D2 est inversible sur S +S −3 , l’ope´rateur DgD reste inversible pour une petite
perturbation g, et on notera Gg son inverse. Construisons alors l’ope´rateur Φg :
kerD → (kerD)⊥ par la formule, pour s ∈ L2(S −S −3 ),
Φg(s) = −DGgDgs.
Alors Dg(s+ Φg(s)) = 0, donc le noyau L
2 de Dg s’identifie au graphe de Φg.
On en de´duit la premie`re assertion du lemme suivant.
Lemme 2.15. L’application s → s + Φg(s) identifie kerD et kerDg ; ainsi les
noyaux des ope´rateurs de Dirac sur S −S −3 forment un fibre´ hilbertien au-dessus
de l’espace des me´triques ACH (dans un voisinage de CH2).
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Pour g ayant la re´gularite´ de´crite dans le lemme 2.11, cette application donne
une identification
Ξg : (FS
ℓ+δ(J )⊕H∞;ℓ4+δ) ∩ kerD −→ (FSℓ+δ(J )⊕H∞;ℓ4+δ) ∩ kerDg,
donc on obtient un fibre´ au-dessus de l’espace des me´triques de cette re´gularite´.
Remarque 2.16. Dans le cas ou` la me´trique g est autoduale, le noyau de Dg
est entie`rement constitue´ de sections de S −4 . En effet, d’apre`s le lemme 1.1,
l’ope´rateur D2g pre´serve S
−
4 et S
−
2 ; mais sur S
−
2 = Ω
−, il s’identifie a` ∇∗∇ qui
n’a pas de noyau.
De´monstration. La seconde assertion me´rite de ve´rifier la re´gularite´ des ope´ra-
teurs. Si la me´trique a la re´gularite´ de´crite, l’ope´rateur DgD est bien de´fini entre
les espaces FSℓ+δ(J )⊕Hk+1;ℓ4+δ → Hk−1;ℓ4+δ . Comme perturbation de l’ope´rateur D2
qui est un isomorphisme par le lemme 2.14, il a un inverse Gg, donc l’application
s → s − DGgDgs fournit l’identification voulue (FSℓ+δ(J ) ⊕ Hk;ℓ4+δ) ∩ kerD →
(FSℓ+δ(J )⊕Hk;ℓ4+δ) ∩ kerDg. 
3. Me´triques autoduales
Nous sommes a` pre´sent en mesure de de´montrer le re´sultat principal de cet
article.
3.1. Sche´ma de la de´monstration. Notons Υℓ+4+δ l’espace des structures CR
de re´gularite´ FSℓ+4+δ sur S3.
Une structure CR J sur S3, de re´gularite´ FSℓ+4+δ, proche de J0, est le bord
d’une me´trique ACH, Einstein, g, de re´gularite´ pre´cise´e par le lemme 2.11. Pour
toute me´trique d’Einstein, le tenseur de Weyl, en tant que 2-forme a` valeurs dans
les 2-formes, est harmonique :
(dgd
∗
g + d
∗
gdg)W
−
g = 0.
Lemme 3.1. Pour g Einstein, dont l’infini conforme est de re´gularite´ FSℓ+4+δ,
le tenseur de Weyl W−g satisfait
W−g =W
−
4 e
−4r + O(e−(4+δ)r),
avec W−4 ∈ FSℓ+δ(J ) et W−g −W−4 e−4r ∈ H∞;ℓ4+δ.
De´monstration. Par le lemme 2.11, la me´trique s’e´crit g = g + Γe−2r + G, avec
Γ ∈ FSℓ+δ et G ∈ H∞;ℓ4+δ . La me´trique g est obtenue par un de´veloppement polyho-
moge`ne, et par le lemme 2.10, le tenseur W−g admet aussi un tel de´veloppement,
avec premier terme non nul d’ordre 4, section du fibre´ J [BH, proposition 6.5] :
il a donc la re´gularite´ annonce´e dans le lemme.
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Passons maintenant a` la me´trique g : le tenseurW−g a encore un de´veloppement
polyhomoge`ne partiel (jusqu’a` l’ordre 4), mais la perturbation apporte´e a`W−g par
le terme Γe−2r + G ne peut modifier que le terme d’ordre 4, par cst.Γe−2r ; cela
prouve le lemme. 
Par conse´quent, l’application g → W−g constitue une section du fibre´ des
spineurs harmoniques, a` bord de re´gularite´ FSℓ+δ. Il sera commode, via l’identi-
fication Ξg construite dans le lemme 2.15, de conside´rer plutoˆt
g −→ Ξ−1g W−g
qui est a` valeurs dans l’espace vectoriel fixe (FSℓ+δ(J )⊕H∞;ℓ4+δ) ∩ kerDg0 .
On peut regarder l’application entre les valeurs a` l’infini : a` une structure CR
J on associe la valeur a` l’infini ∂∞W
−
g du spineur harmonique W
−
g , ou` g est la
me´trique d’Einstein qui remplit J . Ramenant comme ci-dessus les spineurs a` la
me´trique fixe g0, on obtient un ope´rateur W
−
∞(J) = ∂∞Ξ
−1
g W
−
g , de´fini entre les
espaces
W−∞ : Υ
ℓ+4+δ −→ FSℓ+δ(J +).
Notons que le choix de jauge sur la me´trique d’Einstein g qui remplit J n’influe
pas sur W−∞, car les diffe´omorphismes e´gaux a` l’identite´ sur le bord a` l’infini ne
modifient pas W−∞(J).
Le lemme principal duquel nous de´duirons le the´ore`me est le suivant :
Lemme 3.2. L’ope´rateur dg0W
−
∞, restreint aux de´formations remplissables par
une me´trique Ka¨hler-Einstein, est surjectif.
Autrement dit : tous les spineurs harmoniques dans S −4 sont obtenus comme
des tenseurs de Weyl de me´triques Ka¨hler-Einstein infinite´simales. Ce lemme sera
de´montre´ dans la section 3.3.
Remarque 3.3. Comme conse´quence du lemme, on a une manie`re (complique´e)
de montrer que toutes les sections de J + de re´gularite´ FSℓ+δ sont des bords de
spineurs harmoniques dont on connaˆıt la re´gularite´, voir remarque 1.13.
On en de´duit le re´sultat suivant, qui implique imme´diatement le the´ore`me
principal.
Lemme 3.4. 1) L’ope´rateur W−∞ est submersif.
2) Le noyau de la diffe´rentielle dg0W
−
∞ en la me´trique hyperbolique complexe
est transverse aux structures CR qui sont les bords de me´triques Ka¨hler-Einstein,
et l’intersection est re´duite a` l’image infinite´simale des contactomorphismes.
De´monstration. La premie`re assertion re´sulte directement du lemme 3.2. On en
de´duit que l’espace des J ∈ Υℓ+δ qui sont le bord d’une me´trique ACH autoduale
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d’Einstein forment une sous-varie´te´ de Υℓ+δ, d’espace tangent en g0 le noyau de
dg0W
−
∞.
L’assertion sur la transversalite´ est aussi une conse´quence directe du lemme
3.2. Il en re´sulte que l’intersection repre´sente l’espace tangent aux structures CR
J dont le remplissage Einstein est a` la fois autodual et Ka¨hler : cette intersec-
tion peut eˆtre calcule´e explicitement, voir la section 3.3. Cependant il y a un
raisonnement ge´ome´trique plus direct : on sait que la seule me´trique autoduale
et Ka¨hler-Einstein est la me´trique hyperbolique complexe, donc J ne peut eˆtre
que la structure CR standard, a` un contactomorphisme pre`s. 
3.2. Bords de me´triques Ka¨hler-Einstein. Un the´ore`me fondamental, duˆ
a` Burns et Epstein, Lempert, Bland [BE90, Eps92, Lem92, Bla94] assure que la
structure CR J sur S3 est remplissable par une structure complexe si et seulement
si, a` l’action pre`s d’un contactomorphisme, le tenseur φ correspondant via (2.1)
n’a que des coefficients de Fourier positifs ou nuls par rapport a` l’action de U1
sur S3.
De plus, Bland a construit une forme normale pour une structure CR J , par
rapport a` l’action des contactomorphismes, dans laquelle J est remplissable si
et seulement si ses coefficients de Fourier ne´gatifs s’annulent. Infinite´simalement,
cela donne le the´ore`me suivant (rappelons la notation S−4 (±4) provenant de la
de´finition 1.12) :
The´ore`me 3.5 (Bland). Une structure CR infinite´simale J˙ ∈ FSℓ(J ) est le
bord d’une de´formation complexe de la boule si et seulement si ses composantes
dans Vρ ⊗ (VρS−4 (±4))S1, ou` Vρ = CKS−L , sont nulles de`s que |K| > L.
Notation 3.6. On notera KEℓ(J ) l’espace des de´formations infinite´simales de
J0 qui sont remplissables par une me´trique Ka¨hler-Einstein. Par le the´ore`me de
Bland, cet espace est donne´ par
KEℓ(J ) = FSℓ(J ) ∩ ⊕|K|6LVρ ⊗ (VρS−4 (±4))S
1
.
Pour calculer la diffe´rentielle du tenseur de Weyl, nous avons besoin de donner
un peu plus de de´tail sur le the´ore`me de Bland.
Rappelons qu’une structure CR sur S3 est fournie par une section φ de Ω0,1 ⊗
T 1,0, sur lequel ξ = σ+1 + σ
−
1 agit avec poids 4. La de´composition harmonique est
donc
L2(Ω0,1 ⊗ T 1,0) = ⊕ρVρ ⊗ (Vρ ⊗ C4)S1.
En particulier, pour Vρ = CKS
−
L , un w ∈ (Vρ ⊗ C4)S
1
admet un poids
(3.1) k = −K − 4
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pour l’action de σ−1 . En particulier, Vρ⊗ (Vρ⊗C4)S1 est non nul seulement pour
(3.2) −L− 4 6 K 6 L− 4.
D’autre part, toujours d’apre`s Bland, les contactomorphismes infinite´simaux,
de re´gularite´ FSℓ+1, sont parame´tre´s par une fonction re´elle f ∈ FSℓ+2, de sorte
que l’action infinite´simale des contactomorphismes soit
(3.3) f −→ ∂♯∂f,
ou` ♯ : Ω0,1 → T 1,0 est l’identification induite par la forme symplectique dη. Au
niveau des de´compositions harmoniques, la fonction f est repre´sente´e par des
termes
v ⊗ w ∈ Vρ ⊗ V S1ρ ,
et le poids de σ−1 est
(3.4) k = −K,
de sorte que K est soumis a` la contrainte
(3.5) −L 6 K 6 L.
La condition de re´alite´ se traduit par l’invariance sous
v ⊗ w −→ (τv)⊗ (τw),
ou` τ est une structure re´elle sur S−L , donc
τ : CKS
−
L −→ C−KS−L .
L’entier K repre´sente le poids de l’action de U1 : cette condition dit seulement que
les coefficients a` K > 0 de la fonction re´elle sont de´termine´s par ceux a` K < 0.
L’action infinite´simale des contactomorphismes (3.3) s’e´crit
w −→ −iρ(Y )2w,
ou` (H,X, Y ) est la repre´sentation standard de sl2 associe´e a` (σi), de sorte que
[H,X ] = 2X , [H, Y ] = −2Y et [X, Y ] = H . Cette action diminue bien le poids k
de 4, comme exige´ par les e´galite´s (3.1) et (3.4).
La jauge de Bland consiste a` faire agir les contactomorphismes de sorte de tuer,
autant que possible, les coefficients a` K < 0 dans φ. En vue de (3.2) et (3.5),
on arrive a` tuer tous ces coefficients, sauf ceux d’ordre K = −L − 4 ou −L − 2.
Compte tenu de la correspondance J˙ = φ+φ, cela donne le the´ore`me e´nonce´ plus
haut.
3.3. Calcul du tenseur de Weyl.
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3.3.1. Cas des me´triques Ka¨hler-Einstein. Dans le cas ou` J est l’infini conforme
d’une me´trique Ka¨hler-Einstein g, on peut calculer ∂∞W
−
g :
Lemme 3.7 ([BH, proposition 6.5]). Pour g Ka¨hler-Einstein, d’infini conforme
J , la valeur a` l’infini du tenseur de Weyl est
∂∞W
−
g = cst. Q(J),
ou` Q est la courbure de Cartan de la structure J .
La diffe´rentielle en J0 de W
−
∞ fournit un ope´rateur
dg0W
−
∞ : FS
ℓ+4+δ(J ) −→ FSℓ+δ(J +)
qui a` chaque de´formation infinite´simale J˙ associe la valeur a` l’infini du spineur
harmonique fourni par le W− du remplissage d’Einstein. Si on se restreint aux
de´formations Ka¨hler-Einstein, le lemme pre´ce´dent indique qu’on a seulement la
diffe´rentielle du tenseur de Cartan, qui a e´te´ e´tudie´e dans [CL90] :
The´ore`me 3.8 (Cheng et Lee). L’ope´rateur dJ0Q est un ope´rateur hypoellip-
tique d’ordre 4, transversalement a` l’action des contactomorphismes de S3, et
son noyau est re´duit a` l’action infinite´simale des contactomorphismes.
Remarque 3.9. Cheng et Lee montrent aussi que l’image de dJ0Q est le noyau d’un
ope´rateur de Bianchi, d’ordre 2 (ce qui est la contrepartie de l’invariance de dJ0Q
sous les contactomorphismes). Du point de vue des spineurs harmoniques sur
CH2, il est plausible que cet ope´rateur de Bianchi soit exactement la contrainte
sur les valeurs a` l’infini, mentionne´e a` la remarque 1.9.
3.3.2. De´monstration du lemme 3.2. Vu le lemme 3.7, il s’agit de montrer que
dJ0Q : KE
ℓ+4+δ(J ) −→ FSℓ+δ(J +) ⊂ FSℓ+δ(J )
est surjectif.
D’apre`s le the´ore`me 3.8, l’image de dJ0Q est ferme´e (en fait e´gale au noyau
d’un ope´rateur de Bianchi), donc il suffit de tester que dJ0Q est surjectif pour
chaque repre´sentation ρ concerne´e. Par le meˆme the´ore`me, le noyau de dJ0Q est
e´gal a` l’image infinite´simale des contactomorphismes, donc la ve´rification de la
surjectivite´ est re´duite a` un simple compte de dimensions.
Continuons donc le calcul dans la de´composition harmonique, commence´ dans
la section pre´ce´dente. Pour chaque repre´sentation ρ, l’ope´rateur est a` valeurs dans
J+ρ (de´finition 1.12), qui est non nul seulement pour |K| 6 L−4, et de dimension
e´gale a` dimVρ.
Le seul cas a` conside´rer est donc |K| 6 L−4 : comme les objets a` conside´rer sont
re´els, nous regardons simultane´ment les repre´sentations CKS
−
L et C−KS
−
L . Les
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structures CR infinite´simales y forment un espace de dimension re´elle 4 dimSL,
les contactomorphismes infinite´simaux un espace de dimension re´elle 2 dimSL,
et les spineurs harmoniques un espace de dimension re´elle 2 dimVρ. L’ope´rateur
dJ0Q est donc surjectif. 
Remarque 3.10. Pour |K| = L − 2 ou L, l’ope´rateur dJ0Q s’annule, et on peut
ve´rifier effectivement que les de´formations correspondantes sont dans l’image in-
finite´simale des contactomorphismes.
3.3.3. Calcul de l’espace tangent aux bords de me´triques autoduales. Finalement,
on peut de´duire du calcul la pre´cision suivante sur les structures CR qui sont des
infinis conformes de me´triques autoduales Einstein :
The´ore`me 3.11. L’espace tangent en J0 aux structures CR de Υ
ℓ+4+δ qui sont
remplissables par une me´trique autoduale d’Einstein est e´gal, modulo l’action in-
finite´simale des contactomorphismes, a`
FSℓ+4+δ(J ) ∩
⊕
|K|=L+2,L+4
Vρ ⊗ (VρS−4 (±4))S
1
.

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